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摘　 要：在工程建设领域，经常需要把基础设置在斜坡地基上，但在现行成果中，对斜坡地

基极限承载力的确定并没有给出具体计算方法。 为合理确定斜坡地基极限承载力，从而为斜

坡地基上的基础设计提供理论依据，并有效降低基础工程的建设成本，本文基于滑移线场理

论，建立了斜坡地基的滑移破坏模型，进而根据斜坡地基坡前、坡后土体的塑性边界条件，推导

了无重土斜坡地基极限承载力解析公式。 同时，提出了采用有限差分方法获取斜坡地基滑移

线场及应力分布场的方法。 实例计算表明，滑移线解小于极限平衡解及有限元解，主要误差来

自于地基土自重的影响，但总体误差在 １０％以下，本文所述解析法可用于斜坡地基极限承载

力的快速估算。
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０　 引言

在公路、铁路、建筑、电力、水利等工程建设领

域，经常需要把基础设置在具有一定斜坡的地基

上。 设计者要么将其简单近似为平地地基情况进

行处理，或者凭经验对地基的承载力予以折减。 显

然，这些方法都缺乏科学的依据，其结果可能过于

保守，也可能安全储备不足。 如果能准确地计算斜

坡地基极限承载力，合理分析斜坡地基的稳定性，
就能有效解决这一问题。

滑移线法依据极限平衡法建立土体微分极限

平衡方程，再根据边界条件对方程求解，获得极限

平衡区的滑移线场和应力分布，计算得到基础范围

内的边界应力即为极限承载力［１］。 从 １９６９ 年起，
Ｂｏｏｋｅｒ （ １９６９ ） ［２］， Ｈａｎｓｅｎ （ １９７０ ） ［３］， Ｋｕｍａｒ
（２００３） ［４］， Ｍａｒｔｉｎ（２００５） ［５］ 先后采用滑移线法计

算了 Ｔｅｒｚａｇｈｉ 极限承载力公式中的承载力系数

Ｎγ；Ｄａｖｉｓ 等（１９７３） ［６］应用特征线法分析了条形基

础作用下的非均质黏土地基的极限承载力；Ｎａｋａｓｅ
（１９８１） ［７］针对黏聚力沿深度线性增大的非均质地

基上的矩形基础，根据圆弧滑动面上限解与滑移线

场解提出了地基承载力的近似计算公式。 我国学

者在应用特征线法计算地基极限荷载方面也做了

大量的工作，主要有张国祥等（１９９７） ［８］、肖大平

（１９９５，１９９８） ［９⁃１０］、韩冬冬等（２００７） ［１１⁃１３］、李丽民

等（２０１３） ［１４］。
目前，滑移线理论已被广泛应用于地基极限

承载力的计算中。 但对于对有重土的滑移线精

确解，目前的研究还不能严格证明其是否为完全

解，而对无重土理想情况的滑移线精确解，已被

证明即是完全解［１０］ 。 若将滑移线理论应用于斜

坡地基极限承载力的求解中，获得无重土斜坡地

基的解析解，将为快速确定斜坡地基的极限承载

力提供有效途径。

１　 土的极限平衡条件及微分方程

根据滑移线理论，当单元土体处于极限平衡状

态时，土体中一点处有两条滑移线通过，即 α 族滑

移线和 β 族滑移线，这两条滑移线与主应力 σ１ 的

作用方向线之间的夹角为 θ１ ＝
π
４

－ φ
２
。 若主应力

σ１ 的作用线与水平线之间的夹角为 η，则 α 族滑

移线的切线与水平线的夹角为 η－θ１，β 族滑移线的

切线与水平线的夹角为 η＋θ１，如图 １（ａ）所示。
如若从土体一点处在 ｘ、ｙ 坐标平面内取出一

个微分单元，且该微分单元处于极限平衡状态，则
可绘出如图 １（ｂ）所示的摩尔应力圆，进一步可推

导出下式：
σｙ ＝ σ（１ － ｓｉｎ φ ｃｏｓ ２η） － ｃ·ｃｏｔ φ （１）
σｘ ＝ σ（１ ＋ ｓｉｎ φ ｃｏｓ ２η） － ｃ·ｃｏｔ φ （２）

τｘｙ ＝ σｓｉｎ φ ｓｉｎ ２η （３）
式中：η 为大主应力 σ１ 的作用线与 ｘ 坐标轴的

夹角。

σ 为特征应力，σ＝ １
２
（σ１＋σ３）＋ｃ·ｃｏｔ φ

图 １　 土体中一点处的应力关系

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔｒｅｓｓ ａｔ ａ ｐｏｉｎｔ ｉｎ ｓｏｉｌ

若将坐标系旋转一个角度 α，坐标轴 ｘ、ｙ 变为

ｎ、ｔ（如图 ２ 所示），则在 ｎ、ｔ 坐标系中，土体的极限

平衡条件表示为：
σｎ ＝ σ（１ ＋ ｓｉｎ φ ｃｏｓ ２ε） － ｃ·ｃｏｔ φ

σｔ ＝ σ（１ － ｓｉｎ φ ｃｏｓ ２ε） － ｃ·ｃｏｔ φ

τｎｔ ＝ σｓｉｎ φ ｓｉｎ ２ε
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（４）

式中：ε＝η－α
若已知土体中各点的 σ 和 η 值，则可根据式
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图 ２　 坐标轴转换示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｆｏｒ ａｘｉｓ ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ

（１）、式（２）、式（３）或式（４）计算出处于极限平衡

状态下的土体中各点处的应力 σｘ、σｙ、τｘｙ 或 σｎ、
σｔ、τｎｔ值。

考虑式（１） ～ （３），并结合土的静力平衡微分

方程，可得到土的极限平衡微分方程。 通过特征线

法求解该方程，可得出两族不同的特征线方程为：
ｄｙ
ｄｘ

＝ ｔａｎ（η － θ１）

ｄσ － ２σｔａｎ φｄη ＝
γ

ｃｏｓ φ
ｓｉｎ（α － φ）ｄｘ ＋ ｃｏｓ（α － φ）ｄｙ[ ]

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５）

ｄｙ
ｄｘ

＝ ｔａｎ（η ＋ θ１）

ｄσ ＋ ２σｔａｎ φｄη ＝
γ

ｃｏｓ φ
ｓｉｎ（α ＋ φ）ｄｘ ＋ ｃｏｓ（α ＋ φ）ｄｙ[ ]

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

　 　 这两族特征线与正 ｘ 坐标轴的夹角分别为

（η∓θ１），两族特征线之间的夹角为 ２θ１，特征线即

为滑移线。
若令式（５）、式（６）中的 γ＝ ０，可得到无重土滑

移线应力方程，如式（７）所示：

沿 α 线 　 　 　 ｄσ
ｄｘ

＝ ２σｔａｎ φ ｄη
ｄｘ

沿 β 线 　 　 　 ｄσ
ｄｘ

＝ － ２σｔａｎ φ ｄη
ｄｘ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

（７）

　 　 沿式（７）所示的两族滑移线积分后可得：
沿 α 线 　 　 　 σ ＝ Ｃαｅ２ηｔａｎ φ

沿 β 线 　 　 　 σ ＝ Ｃβｅ
－２ηｔａｎ φ} （８）

式中：Ｃα、Ｃβ 为积分常数，由具体问题的边界条件

确定。

２　 斜坡地基极限承载力

在地基达到极限承载力时，坡后土体强度并未

充分发挥，该特征可用系数 ｍ（发挥系数）来表征。
此时，坡后土体的强度参数可表示为 ｃｍ（黏聚力），
φｍ（内摩擦角），τｍ（抗剪强度）。 坡后土体同样遵

循库仑屈服准则：
τｍ ＝ ｍ（ ｃ＋σｔａｎ φ） ＝ ｃｍ ＋σｔａｎ φｍ，即 ｃｍ ＝ ｍｃ；

ｔａｎ φｍ ＝ｍｔａｎ φ
设条形基础位于斜坡上，坡前、坡后的边坡角

分别为 β、β′，如图 ３ 所示。 先按基底粗糙条件求解

斜坡地基的极限承载力，当基底粗糙时： ψ１ ＝ φｍ，
ψ２ ＝φ。

图 ３　 斜坡地基破坏机理

Ｆｉｇ．３　 Ｆａｉｌｕｒｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｓｌｏｐｅｓ

２．１　 坡前土体

坡前土体边界一：ＡＢ 线上的塑性边界条件可

参照图 ４，即 α 族滑移线的切线与 ｘ 轴正方向的夹

角为
π
２
，β 族滑移线的切线与 ｘ 轴正方向的夹角为

π－φ；取 ＡＢ 线方向为 ｎ 轴方向，则 ε＝ π
４
－ φ
２
，η＝ ３

４

π－ φ
２
。 将 ε＝ π

４
－ φ
２
代入式（４）得，

σｔ ＝ σｃｏｓ２φ － ｃ·ｃｏｔ φ
τｎｔ ＝ σｓｉｎ φｃｏｓ φ } （９）

式中：σｔ、τｎｔ分别为 ＡＢ 滑动面上的正应力和剪应

力值。

图 ４　 ＡＢ 线上的塑性边界条件

Ｆｉｇ．４　 Ｐｌａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｉｌ ｏｎ ｓｉｄｅ ＡＢ
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将边界条件 η＝ ３
４
π－ φ

２
代入式（８）第一式得，

σ ＝ Ｃαｅ２（ ３
４ π－ φ

２ ）ｔａｎ φ （１０）
　 　 坡前土体边界二：取 ＡＣ 方向为 ｎ 轴方向，ＡＣ
边界面为自由面，故应力边界条件为 σｔ ＝ ０，τｎｔ ＝ ０。
ＡＣ 边界为最小主应力面，故 η ＝ β（ β 角为斜坡坡

度），ε＝ ０。
将边界条件 ε ＝ ０，σｔ ＝ ０，τｎｔ ＝ ０ 代入式（４）

可得：

σ ＝ ｃ·ｃｏｔ φ
１ － ｓｉｎ φ

（１１）

　 　 再将边界条件 η ＝ β 代入滑移线应力方程式

（８）第一式得：
σ ＝ Ｃαｅ２βｔａｎ φ （１２）

　 　 联立式（１１）和式（１２），可得 α 族滑线的积分

常数：

Ｃα ＝ ｃ·ｃｏｔ φ
１ － ｓｉｎ φ

·ｅ －２βｔａｎ φ （１３）

　 　 根据“沿一条滑移线上的积分常数相同”的滑

移线性质，α 族滑线的积分常数在 ＡＢ 边界和 ＡＣ
边界处相同。 故将式（１３）、式（１０）代入式（９），可
得到 ＡＢ 边界上的应力分量：

σｔ ＝
ｃ·ｃｏｔ φ ｃｏｓ２φ

１ － ｓｉｎ φ
ｅ（ ３

２ π－φ－２β）ｔａｎ φ － ｃ·ｃｏｔ φ

τｎｔ ＝
ｃ·ｃｏｓ２φ
１ － ｓｉｎ φ

ｅ（ ３
２ π－φ－２β）ｔａｎ φ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

（１４）
式中：σｔ、τｎｔ分别为 ＡＢ 滑动面上的正应力和剪应

力值；β 为边坡坡度。
２．２　 坡后土体

坡后土体边界一：Ａ′Ｂ 线上的塑性边界条件

为：η ＝ π
４

＋
φｍ

２
，ε ＝ π

４
－
φｍ

２
（取 Ａ′Ｂ 方向为 ｎ 轴方

向），代入式（４）得：
σ′ｔ ＝ σｃｏｓ２φｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

τ′ｎｔ ＝ σｓｉｎ φｍｃｏｓ φｍ
} （１５）

式中：σ′ｔ、τ′ｎｔ分别为 Ａ′Ｂ 滑动面上的正应力和剪应

力值。
代入滑移线应力方程式（８）第二式得：

σ ＝ Ｃβｅ
－２（ π

４ ＋
φｍ
２ ）ｔａｎ φｍ （１６）

　 　 坡后土体边界二：Ｃ′Ｄ′上的塑性边界条件为：
η＝π＋β′，ε＝π（取 Ｃ′Ｄ′方向为 ｎ 轴方向）；又有应

力边界条件 σｔ ＝ ０，τｎｔ ＝ ０。 将边界条件 ε ＝ π，σｔ ＝

０，τｎｔ ＝ ０ 代入式（４）可得：

σ ＝
ｃｍｃｏｔ φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
（１７）

再将边界条件 η＝π＋β′代入滑移线应力方程式（８）
第二式得：

σ ＝ Ｃβｅ
－２（π＋β′）ｔａｎ φｍ （１８）

联立式（１７）和式（１８），可得 β 族滑线的积分常数：

Ｃβ ＝
ｃｍｃｏｔ φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ２（π＋β′）ｔａｎ φｍ （１９）

　 　 将式（１９）、式（１６）代入式（１５），可得到 Ａ′Ｂ 边

界上的应力分量：

σ′ｔ ＝
ｃｍ·ｃｏｔ φｍ ｃｏｓ２φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

τ′ｎｔ ＝
ｃｍ·ｃｏｓ２φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（２０）
２．３　 考察弹性核 ＡＡ′Ｂ 的受力

如图 ５ 所示，弹性核 ＡＡ′Ｂ 需满足静力平衡条

件。 首先根据水平方向受力平衡及合力矩平衡条

件，即􀰐Ｘ ＝ ０、􀰐Ｍ ＝ ０，计算出坡后土体的强度

发挥系数为 ｍ。 再根据竖向受力平衡，即 􀰐Ｙ ＝ ０

的条件计算出临坡地基的极限承载力 Ｐｕ。

图 ５　 弹性区力系图

Ｆｉｇ．５　 Ｆｏｒｃｅｓ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｗｅｄｇｅ

设弹性核 ＡＡ′Ｂ 在水平方向上的不平衡力为

ΔＸ，对于 Ｂ 点的不平衡力矩为 ΔＭ，则有：
ΔＸ ＝ σ′ｔ·Ａ′Ｂ·ｓｉｎ φｍ － τ′ｎｔ·Ａ′Ｂ·ｃｏｓ φｍ

－ σｔ·ＡＢ·ｓｉｎ φ ＋ τｎｔ·ＡＢ·ｃｏｓ φ （２１）
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ΔＭ ＝ １
２
σ′ｔ·Ａ′Ｂ２ － １

２
σｔ·ＡＢ２ －

Ｐｕ·Ｂ·（Ａ′Ｂ·ｃｏｓ φｍ － Ｂ
２
） （２２）

　 　 将式（１４）、式（２０）及 Ａ′Ｂ＝ Ｂ·ｓｉｎ φ
ｓｉｎ（φ＋φｍ）

、

ＡＢ＝
Ｂ·ｓｉｎ φｍ

ｓｉｎ（φ＋φｍ）
代入式（２１）、式（２２）得：

ΔＸ ＝
Ｂ·ｓｉｎ φｓｉｎ φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
·

ｃｍ·ｃｏｔ φｍ ｃｏｓ２φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ（

３
２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－

Ｂ·ｃｍ·ｓｉｎ φ ｃｏｓ３φｍ

（１ － ｓｉｎ φｍ）·ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ －

Ｂ·ｓｉｎ φｓｉｎ φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
· ｃ·ｃｏｔ φ ｃｏｓ２φ

１ － ｓｉｎ φ
ｅ（ ３

２ π－φ－２β）ｔａｎ φ － ｃ·ｃｏｔ φé

ë
êê

ù

û
úú ＋

Ｂ·ｃ·ｓｉｎ φｍ ｃｏｓ３φ
（１ － ｓｉｎ φ）·ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）

ｅ（ ３
２ π－φ－２β）ｔａｎ φ （２３）

ΔＭ ＝ １
２

Ｂ·ｓｉｎ φ
ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）

é

ë
êê

ù

û
úú

２ ｃｍ·ｃｏｔ φｍ ｃｏｓ２φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－

１
２

Ｂ·ｓｉｎ φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２ ｃ·ｃｏｔ φ ｃｏｓ２φ
１ － ｓｉｎ φ

ｅ（ ３
２ π－φ－２β）ｔａｎ φ － ｃ·ｃｏｔ φé

ë
êê

ù

û
úú －

Ｐｕ·Ｂ２·
ｓｉｎ φｃｏｓ φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
－ １

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （２４）

由 􀰐Ｙ ＝ ０ 可知：

Ｐｕ ＝
ｓｉｎ φｃｏｓ φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）
ｃｍ·ｃｏｔ φｍ ｃｏｓ２φｍ

１ － ｓｉｎ φｍ
·ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

ｃｍ·ｓｉｎ φｓｉｎ φｍ ｃｏｓ２φｍ

ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）·（１ － ｓｉｎ φｍ）
ｅ（ ３

２ π－φｍ＋２β′）ｔａｎ φｍ ＋

ｓｉｎ φｍｃｏｓ φ
ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）

ｃ·ｃｏｔ φ ｃｏｓ２φ
１ － ｓｉｎ φ

ｅ（ ３
２ π－φ－２β）ｔａｎ φ － ｃ·ｃｏｔ φé

ë
êê

ù

û
úú ＋

ｃ·ｓｉｎ φｍｓｉｎ φ ｃｏｓ２φ
ｓｉｎ（φ ＋ φｍ）·（１ － ｓｉｎ φ）

ｅ（ ３
２ π－φ－２β）ｔａｎ φ （２５）

式中：ｃｍ ＝ｍ·ｃ；φｍ ＝ａｒｃｔａｎ（ｍ·ｔａｎ φ）
为得到最优结果，基于“最小均方差条件”构

造目标函数如下：

Ｑ ＝ ΔＸ２ ＋ ΔＭ２ （２６）
　 　 可以认为，当目标函数值 Ｑ 最小时，即认为结

果最合理。 因此，临坡地基的极限承载力 Ｐｕ 的计

算步骤为：先假设 ｍ 值，代入式（２５）计算 Ｐｕ，再将

ｍ、Ｐｕ 值代入式（２３）、式（２４）求 ΔＸ 及 ΔＭ 值，将求

出的 ΔＸ 及 ΔＭ 值代入式（２６），求出目标函数值

Ｑ，对应于最小 Ｑ 值的极限承载力 Ｐｕ 即为所求。
当基底完全光滑时，滑移线网贯穿到基础底

面，两组滑移线与基础底面所成夹角分别为：ψ１ ＝

π
４
＋
φｍ

２
，ψ２ ＝

π
４
＋ φ
２
。

坡后边界 Ａ′Ｏ 上的边界条件为：ε ＝ π
２
，σｔ ＝

Ｐｕ，τｎ ＝ ０，η＝ π
２
，将该边界条件代入式（４）及式（８）

第二式可得：
Ｐｕ ＋ ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

１ ＋ ｓｉｎ φｍ

＝ Ｃβｅπｔａｎφｍ （２７）

　 　 另根据 Ｃ′Ｄ′边界条件，可得到斜坡地基坡后 β
族滑线的积分常数，如式（１９）所示。
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将式（１９）代入式（２７），可得斜坡地基坡后极

限承载力：

Ｐｕ ＋ ｃｍ·ｃｏｔ φｍｔａｎ２ π
４

＋
φｍ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ（π＋２β′）ｔａｎφｍ － ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

（２８）

　 　 坡前边界 ＡＯ 上的边界条件为：ε＝ π
２
，σｔ ＝Ｐｕ，

τｎｔ ＝ ０，η＝ π
２
，将该边界条件代入式（４）及式（８）第

一式可得：
Ｐｕ ＋ ｃ·ｃｏｔ φ

１ ＋ ｓｉｎ φ
＝ Ｃαｅπｔａｎφ （２９）

　 　 另根据 ＡＣ 边界条件，可得到斜坡地基坡后 α
族滑线的积分常数，如式（１３）所示。

将式（１３）代入式（２９），即可得到临坡地基坡

前极限承载力：

Ｐｕ ＋ ｃ·ｃｏｔ φｔａｎ２ π
４

＋ φ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ（π＋２β′）ｔａｎφ － ｃ·ｃｏｔ φ　 （３０）

　 　 因此，基底完全光滑时，斜坡地基的极限承载

力可按式（３０）进行计算。 令式（２８）与式（３０）相

等，即可求出坡后土体强度发挥系数 ｍ。
笔者运用 Ｆｏｒｔｒａｎ 语言编制了相应的计算程

序，通过试算法来求解斜坡地基的极限承载力 Ｐｕ。

３　 滑移线的有限差分表达式

要得到特征线的解析解较为困难，可采用差分

方法来求得特征线的近似解。 若有如图 ６ 所示的

两族特征线，可求得滑移线的任意结点（ ｉ，ｊ）处 ｘ，
ｙ，η，σ 的表达式为：

ｘ ＝
ｘ１ ｔａｎ（η１ － θ１） － ｘ２ ｔａｎ（η２ ＋ θ１） － （ｙ１ － ｙ２）

ｔａｎ（η１ － θ１） － ｔａｎ（η２ ＋ θ１）

（３１）
　 　 ｙ ＝ ｙ１ ＋ （ｘ － ｘ１）ｔａｎ（η１ － θ１）

或 　 ｙ ＝ ｙ２ ＋ （ｘ － ｘ２）ｔａｎ（η２ ＋ θ１）
} （３２）

η ＝
－ σ１ ＋ σ２ ＋ ２（σ１η１ ＋ σ２η２）ｔａｎ φ ＋ γ ｙ１ － ｙ２ ＋ （２ｘ － ｘ１ － ｘ２）ｔａｎ φ[ ]

２（σ１ ＋ σ２）ｔａｎ φ
（３３）

　 　 σ ＝ σ１ ＋ ２σ１（η － η１）ｔａｎ φ ＋ γ （ｙ － ｙ１） － （ｘ － ｘ１）ｔａｎ φ[ ]

或 　 σ ＝ σ２ － ２σ２（η － η２）ｔａｎ φ ＋ γ （ｙ － ｙ２） ＋ （ｘ － ｘ２）ｔａｎ φ[ ]
} （３４）

　 　 按上述差分方程式（３１） ～式（３４）计算 ｘ，ｙ，η，
σ 值时，首先是从已知的边界面开始，逐步计算到

某一未知面为止。

图 ６　 特征线网示意图

Ｆｉｇ．６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｆｏｒ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｌｉｎｅ ｍｅｓｈ

４　 斜坡地基的滑移线场

对于如图 ３ 所示的斜坡地基，在进行斜坡地基

的滑移线场计算时，将地基土分成 ３ 个区域来计

算，即主动区 ＡＡ′Ｂ，过渡区 ＡＢＥ 及被动区 ＡＥＣ。

当其接触条件为粗糙时，基础底面下存在着与

基础一起运动的三角形弹性楔体 Ａ′ＡＢ。 首先应求

出 ＡＢ 及 Ａ′Ｂ 边界上的（ｘ，ｙ，η，σ）值，再从 Ａ′Ｂ 及

ＡＢ 边界开始逐步向地基深处推进，绘制整个滑移

线网。 当基础底面与地基表面接触条件为完全光

滑时，ＡＡ′面上的最大主应力方向为竖直方向，此时

应从 ＡＡ′边界逐步向地基深处推进，绘制整个滑移

线网。
现以基底完全光滑为例，说明临坡地基滑移线

场的绘制方法。
４．１　 主动区 ＡＡ′Ｂ

主动区边界 Ａ′Ａ 的边界条件为：
ｙ ＝ ０

η ＝ π
２

σ ＝
Ｐｕ ＋ ｃ·ｃｏｔ φ

１ ＋ ｓｉｎ φ
（ｘ ≥ ０ 时）；

或 σ ＝
Ｐｕ ＋ ｃｍ·ｃｏｔ φｍ

１ ＋ ｓｉｎ φｍ
（ｘ ＜ ０ 时）

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３５）
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　 　 首先在已知边界 Ａ′Ａ 上根据计算精度的要求

设置若干个等间距的计算点，各计算点的（ｘ，ｙ，η，
σ）值均为已知。 再根据边界 Ａ′Ａ 上相应的已知点

逐步推进，即按照第一类边界值问题，按式（３１） ～
式（３４）进行计算。
４．２　 过渡区 ＡＢＥ

ＡＢ 边界为过渡区 ＡＢＥ 的一条已知边界。 过

渡区的另一条已知边界为 Ａ 点，该点处的顶角值

Δη 可按式（３６）计算。 过渡区的 Ａ 点可视为长度

等于零的一条 α 族滑移线，可以根据需要将该顶

角∠ＢＡＥ 划分为几个等分角，相应于 Ａ 点滑动线

上各等分点的 ηｉ 值可按式（３７）计算，各等分点处

的 σ 值可按式（３８）计算［１５］。 而各等分点处的 ｘ、ｙ
坐标均为顶点 Ａ 的 ｘ、ｙ 坐标值，因此顶角各等分点

处的（ｘ，ｙ，η，σ）均可求出。
Δη ＝ ηｐ － ηａ （３６）

式中：Δη 为过渡区某结点处顶角值；ηｐ 为被动区

中某结点处的大主应力与 ｘ 坐标轴正方向的夹角；
ηａ 为主动区中某结点处的大主应力与 ｘ 坐标轴正

方向的夹角。

ηｉ ＝ ηａ ＋ Ｋ Δη
ｎ

（３７）

式中：ηｉ 为过渡区某结点处的顶角第 ｉ 等分点的 η
值；ｎ 为过渡区某结点处的顶角划分的等分数；Ｋ
为特征线的序号数，其值在 ０ ～ ｎ 之间，即 Ｋ ＝ ０ 时

η０ ＝ηａ，Ｋ＝ｎ 时 ηｎ ＝ηｐ。

σｉ ＝ σａｅ（２ηｉ－π）ｔａｎ φ （３８）
式中：σｉ 为过渡区某结点处的顶角第 ｉ 等分点的特

征应力 σ 值；σａ 为过渡区某结点所在主动区边界

线上的特征应力 σ 值。
ＡＢ 边界和 Ａ 点边界求出后，即可按第二类边

界值问题的方法计算过渡区 ＡＢＥ 中各计算点处的

（ｘ，ｙ，η，σ）值。
４．３　 被动区 ＡＥＣ

通过过渡区 ＡＢＥ 的计算，已经求出了边界 ＡＥ
上各点的（ｘ，ｙ，η，σ）值，边界 ＡＥ 即为被动区 ＡＥＣ
的第一条已知边界。 另一条已知边界为 ＡＣ 线，该
边界上的条件如式（３９）所示。 因此，被动区 ＡＥＣ
满足第三类边界值问题，被动区 ＡＥＣ 内各点的（ｘ，
ｙ，η，σ）值应按照从左向右，从上到下的顺序依次

计算。
ｙ ＝ ｔａｎβ（ｘ － ｘＡ）

η ＝ β

σ ＝ ｃ·ｃｏｔ φ
１ － ｓｉｎ φ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（３９）

式中：ｘＡ 为 Ａ 点的横坐标 ｘ 值；β 为斜坡坡前边

坡角。

５　 实例验证

设存在某一斜坡地基，斜坡表面作用一条形基

础，基底光滑，基础宽度 Ｂ ＝ １．８ ｍ。 地基土重度

γ＝ １７ ｋＮ ／ ｍ３，内摩擦角 φ＝ ３０°，黏聚力 ｃ＝ ４０ ｋＰａ，
坡前及坡后坡度 β ＝ β′ ＝ ４５°。 试绘制该地基在极

限承载力作用下的滑移线场。
若不计入土体重度对承载力的影响，将上述已

知参数代入程序计算，得到如下结果：
坡后土体强度折减系数 ｍ ＝ ０．５３７，地基极限

承载力 Ｐｕ ＝ ５５８．９１ ｋＰａ。 由坡前土体内摩擦角 φ＝

３０°，黏聚力 ｃ＝ ４０ ｋＰａ 得：坡后土体内摩擦角 φｍ ＝

１７．２２５°，黏聚力 ｃｍ ＝ ２１．４８ ｋＰａ。
根据前述边界条件，求解该斜坡地基中各结点

的（ｘ，ｙ，η，σ）值。 α 族滑移线 ６ 条，β 族滑移线 １７
条。 将各结点的（ｘ，ｙ）坐标连接起来，即构成该地

基的滑移线网（如图 ７ 所示），各结点处的特征应

力也为已知。

图 ７　 斜坡地基滑移线场

Ｆｉｇ．７　 Ｓｌｉｐ ｌｉｎｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ａ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｎ ｓｌｏｐｅ

为验证本例计算结果的准确性，采用极限平衡

法及有限元方法进行平行计算。 其中极限平衡法

基于 Ｍｅｙｅｒｈｏｆ 课题，采用单侧滑移破坏模型，引入
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“等代自由面”概念，将基底以上的覆土总重视为

等效超载，计算出三个承载力系数 Ｎｒ、Ｎｑ、Ｎｃ，代入

式（４０）即可得到地基极限承载力［１６⁃１７］，如表 １。

ｑｕ ＝ １
２
γＢＮｒ ＋ γＤｆ０Ｎｑ ＋ ｃＮｃ （４０）

式中：Ｎｒ、Ｎｑ、Ｎｃ 为极限平衡法承载力系数；γ 为地

基材料的容重，ｋＮ ／ ｍ３；Ｂ 为条形基础宽度，ｍ；Ｄｆ０

为基础净埋深，ｍ。
另外，按平面应变问题建立二维模型进行有限

元计算。 为满足计算精度要求，模型的左右边界到

基础的距离以及底部边界到基础底面的距离均达

到基础宽度的 １０ 倍。 模型侧部采用法向约束，底

部采用水平及竖直双向约束，顶部为自由面。 视地

基土为理想弹塑性材料，服从 Ｍｏｈｒ⁃Ｃｏｕｌｏｍｂ 屈服

准则，条形基础按刚性的线弹性材料考虑。 在交界

面处引入“界面单元”来反映基础与地基之间的接

触条件。 将几何模型划分为若干个 １５ 节点的三角

形单元网格，沿基础底面线对网格进行局部加

约束。
以有限元仿真计算来模拟载荷试验，根据计算

结果绘制地基的 ｑ⁃ｓ 曲线，通过对 ｑ⁃ｓ 曲线的分析

即可获取地基极限承载力。 计算结果如表 １ 及

图 ８。

表 １　 计算结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ

滑移线解

ｑｕ１ ／ ｋＰａ

极限平衡解 误差 ／ ％ 有限元解 误差 ／ ％

Ｎｒ Ｎｃ Ｎｑ

ｑｕ２

／ ｋＰａ
（ｑｕ１－ｑｕ２） ／ ｑｕ２

ｑｕ３

／ ｋＰａ
（ｑｕ１－ｑｕ３） ／ ｑｕ３

５５８．９１ ９．２６ １１．６８ ３．５６ ６０８．８８ －８．２１ ６０２．９３ －７．３０

图 ８　 破坏时总位移增量云图

Ｆｉｇ．８　 Ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｏｔａｌ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｆａｉｌｕｒｅ

　 　 可以看出，本例的滑移线解小于极限平衡解及

有限元解，主要误差来自于地基土自重的影响，地

基土自重对于斜坡地基极限承载力有一定的贡献，

但总体误差在 １０％以下。 本文所述滑移线法可用

于斜坡地基极限承载力的快速估算。

６　 结语

通过特征线法求解土的极限平衡条件，可得到

地基土中两族不同的滑移线方程和无重土滑移线

应力方程。 在地基达到极限强度时，首先在坡前一

侧产生滑动面，而坡后土体对于地基极限承载力的

贡献可以用一个抗剪强度发挥系数 ｍ 来表征，即
此时坡后土体的强度部分发挥。 从而根据已知塑

性边界条件，以及基础下的三角形弹性核应满足的

静力平衡条件，可推导出无重土斜坡地基的极限承

载力解析式，该公式可用于斜坡地基极限承载力的

快速估算。 根据有限差分原理，可求得滑移线的任

意结点处 ｘ，ｙ，η，σ 的表达式。 计算时从已知边界

处开始，逐步向土体内部推进，当计算得到各结点

的坐标值后，即可将各结点连接成滑移线网，并得

到特征应力 σ 的分布场。
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