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基于 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的非均质地层物性参数随机模型
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摘　 要：地质信息及其表征具有随机不确定性和模糊不确定性，而土体物理力学参数之间

又存在着固有的互相关性。 通过对地层的已知孔隙率参数进行统计分析，利用 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

模拟孔隙率的空间分布非均质特性，并结合随机中点位移法，模拟非均质地层孔隙结构的空间

分布规律，建立了孔隙率的空间分布预测模型。 研究建立了地质变量的空间函数关系，结合土

性参数之间的相关性，以孔隙率为基本量形成二维地质剖面和三维数字地层，构造面向目标的

非均质地层地质模型，探讨了非均质地层物性参数的时空分布特征及其有效描述，对地层局部

地质信息的变异和随机性进行精细化描述和预测。
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０　 引言

岩土体的物质组成、组织结构、干湿疏密状态

和变化具有随机性［１］，其性质也随空间和时间表

现出很大的变异性［２⁃３］，这导致了地层的复杂性和

非均质性［４］。 流体在地层中的扩散，如注浆加固
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与防渗工程引起的浆液扩散等，都必须考虑地层的

非均质性，浆液扩散范围与土体物性参数分布特性

密切相关，导致浆液扩散范围具有不确定性。
土性参数的许多指标之间都具有相关关

系［５］，研究这些指标间的相关特性，一方面可以了

解由易得指标（如孔隙比、颗粒级配）推求不易得

指标（如压缩系数、抗剪强度指标）的可行性；另一

方面可以了解诸如抗剪强度 ｃ、φ 等指标间的相关

特性，以便在可靠性分析中将它们作为相关的随机

变量进行分析计算。 Ｍｏｈ 等［６］ 研究了原位压缩系

数和初始孔隙比之间的相关关系，张春会等［７］ 得

到了基于 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布，考虑力学参数关联的非均

质 煤 概 率 模 型； Ｔａｎｇ［８］、 Ｖａｎｍａｒｋｅ［９］ 及

Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ［１０］对土体参数的概率分布模型进行了研

究；罗晓辉等［１１］ 等提出了应用土体强度关于

Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布［１２］ 的分析方法。 进一步研究非均质

地层土性参数的分布规律及它们之间的相关关系，
建立非均质地层模型，有利于建立注浆材料、岩土

体结构和注浆加固强度之间的关系，从注浆结石体

分布的随机性和不确定性中探索真实的注浆加固

效果，完善注浆复合土体的加固设计理论［１３］。
由于地层成因的复杂性、控制和影响的多因素

性、形成和发育的随机性、分布的高度非均质性等，
利用有限的勘察数据成果进行非均质地层土体物

性参数的随机性描述和预测，需要发展地层探测技

术和解释方法，以及随机概率方法、随机分形技术

和数值模拟方法。 非均质体细观结构的描述与建

模可 采 用 数 字 图 形 技 术［１４⁃１５］、 随 机 模 拟 技

术［１６⁃１８］等。
本文基于统计学原理，根据三峡库区某工程场

地碎石土地层的勘查数据资料，采用 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

将孔隙率作为基本量进行统计分析，获得相应统计

参数，采用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟技术得到与真实地层

具有相同统计规律的土性参数数据，最终生成土性

参数的分布图，结合土性参数的相关性和随机中点

位移法形成二维数字地质剖面和三维数字岩土地

层。 这对开展非均质地层性状数值模拟、加固前后

地基承载力计算，以及深入研究地基不均匀沉降特

性等具有重要的理论意义和应用价值。

１　 土性参数的分布规律

１．１　 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布

含有二参数的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的分布函数：

Ｆ（ｘ） ＝ １ － ｅｘｐ － ｘ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃ
é

ë
êê

ù

û
úú （１）

　 　 密度函数：

ｆ（ｘ） ＝ ｃｋ －ｃｘｃ－１ｅｘｐ － ｘ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｃ
é

ë
êê

ù

û
úú （２）

式中：ｃ 为形状参数；ｋ 为尺度参数。 ｃ、ｋ 根据原始

数据经统计分析获得。
形状参数 ｃ 对密度曲线的形状起决定作用。

改变 ｃ 的大小，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布可以近似为正态分布

和指数分布等。 如图 １ 所示，保持 ｋ 不变：当 ０＜ｃ＜
１ 时，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布密度函数曲线是以 ｆ（ ｘ）轴和 ｘ
轴为渐近线的曲线；当 ｃ ＝ １ 时，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布与指

数分布密度函数形状最接近；当 ｃ＞１ 时，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分
布密度函数曲线有一个峰值，随 ｃ 的增大峰值越

高，其中 ｃ ＝ ３ 时，最接近于正态分布。 尺度参数 ｋ
对密度函数曲线有缩小或放大作用，对形状没有影

响。 如图 ２ 所示，当 ｃ ＝ ２ 时，随着 ｋ 值的增大，
Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布密度函数的峰值逐渐降低，曲线趋于

扁平。

图 １　 形状参数对密度函数的影响

Ｆｉｇ．１　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｓｈａｐｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图 ２　 尺度参数对密度函数的影响

Ｆｉｇ．２　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

１．２　 非均质地层孔隙率的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布验证

孔隙是土体变形的内因和决定土体物理力学

性质的主要因素，对多孔介质内流体的传输性能有

重要影响。 三峡库区某工程加固场地数值模拟区

域内的勘探点坐标和各勘探点孔隙率如表 １ 和表
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２ 所示。
表 １　 模拟计算场地各勘探点的孔隙率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｏｆ ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｖｅ ｆｉｅｌｄ

孔点编号 指标 取值

Ａ１

取土深

度 ／ ｍ
０ －１．２ －１．５３ －３．１９ －３．８１ －４．８ －５．３５ －５．７１ －６．２４ －６．５３

孔隙率 ０．４５ ０．２６ ０．２８ ０．２６ ０．４５ ０．３８ ０．４９ ０．４７ ０．３９ ０．２６

Ａ２

取土深

度 ／ ｍ
０ －０．５５ －１．５７ －１．７５ －３．１８ －３．６１ －４．２５ －５．２８ －６．３ －６．３５

孔隙率 ０．４４ ０．４１ ０．３９ ０．２８ ０．２５ ０．２７ ０．３５ ０．３９ ０．４８ ０．３４

Ａ３

取土深

度 ／ ｍ
０ －０．４ －１．２１ －２．６６ －３．３ －３．６１ －３．９２ －４．０９ －４．３ －５．２８

孔隙率 ０．４６ ０．４８ ０．３１ ０．４ ０．４３ ０．３ ０．３５ ０．４３ ０．２７ ０．４５

Ｂ１

取土深

度 ／ ｍ
０ －１．１１ －１．５６ －１．９８ －２．８９ －３．２１ －３．８４ －４．９１ －５．９８ －６．６３

孔隙率 ０．５ ０．４９ ０．３８ ０．２５ ０．３５ ０．３５ ０．３７ ０．２９ ０．４５ ０．３９

Ｂ２

取土深

度 ／ ｍ
０ －０．９６ －１．５８ －２．６８ －３．１１ －３．２６ －４．８８ －５．１９ －５．７８ －６．５８

孔隙率 ０．４ ０．３６ ０．４４ ０．３３ ０．４２ ０．２５ ０．２９ ０．３４ ０．３５ ０．３２

Ｂ３

取土深

度 ／ ｍ
０ －０．４６ －２．２９ －２．２９ －２．９３ －３．０６ －３．７２ －３．８４ －４．３６ －５．６６

孔隙率 ０．４６ ０．２６ ０．３９ ０．３６ ０．２５ ０．３３ ０．４４ ０．４８ ０．３１ ０．３９

表 ２　 模拟计算场地勘探点的坐标

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｖｅ ｆｉｅｌｄ

孔点编号 Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３

孔点平面

坐标 ／ ｍ

Ｘ ０．０ ０．０ ０．０ ３．０ ３．０ ３．０

Ｙ ０．０ ３．５ ７．０ ０．０ ３．５ ７．０

利用表 ２ 中的试验数据和概率纸法进行

Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布、正态分布和对数分布验证，并在

ＭＡＴＬＡＢ 环境下将孔隙率试验数据绘于概率纸

上，如图 ３ 所示。
由图 ３ 可见，孔隙率的绝大部分试验数据近似

在一条直线上。 对 ３ 种分布进行对比分析可以看

出，Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布模拟效果较为理想。 同时，Ｗｅｉｂｕｌｌ
分布函数本身分布参数物理意义鲜明，如 ｃ 近似为

数据的均值，ｋ 则描述了数据的不均匀程度，因此，
运用 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布具有较高的可行性。
１．３　 孔隙率的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布参数估计

由于分布参数通常是未知的，必须根据已有数

据采用数理统计方法进行参数估计。 在选择合适

的孔隙率分布模型后，要估计孔隙率分布的参数，
使分布函数最符合孔隙率的试验数据。 孔隙率的

概率密度函数范围直接受到其分布参数的影响，因
此直接影响计算结果的准确性。 通过统计分析，得
到试验数据的 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布参数 ｃ ＝ ０．０３ ４２３，ｋ ＝
０􀆰 ４０ ０１。 期望和方差由式（３）、式（４）计算得到，
分别为 ０．４３ ５１ 和 ０．００ ３４。

Ｅ（ｘ） ＝ ｋΓ １ ＋ １
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （３）

Ｄ（ｘ） ＝ ｋ２ Γ １ ＋ ２
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Γ２ １ ＋ １

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú （４）

２　 基于 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布的孔隙率模型

地层随机非均质性是土性参数的非均质性反

映，这些随机变量包括颗粒级配、密度、含水率、凝
聚力、内摩擦角、渗透系数、孔隙率、压缩模量等。

设 ｘ 是任意实数，随机变量 Ｘ 为非均质地层的

某一土性参数，函数
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图 ３　 孔隙率分布概率图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｐｏｒｏｓｉｔｙ

Ｆ（ｘ） ＝ Ｐ｛Ｘ ≤ ｘ｝ （５）
　 　 为非均质地层随机变量 Ｘ 的分布函数，简称 Ｘ
的分布函数。 实质上 Ｆ（ｘ）是指非均质地层某一土

性参数的分布函数。
对于任意实数 ｘ１、ｘ２（ｘ１＜ｘ２），有

Ｐ｛ｘ１ ＜ Ｘ ≤ ｘ２｝ ＝ Ｐ｛Ｘ ≤ ｘ２｝ － Ｐ｛Ｘ ≤ ｘ１｝ ＝
Ｆ（ｘ２） － Ｆ（ｘ１） （６）

　 　 因此，如果知道了 Ｘ 的分布函数，则可以得到

Ｘ 落在区间［ｘ１，ｘ２］上的概率，这样随机变量 Ｘ 的

统计规律就可以由 Ｘ 的分布函数完整的描述。
假如将地层的随机变量 Ｘ 看作坐标轴上随机

点的坐标，那么，Ｆ（ｘ）作为 Ｘ 的分布函数在 ｘ 处的

函数值就表示为点 ｘ 落在区间（－∞ ， ｘ］上的概率。
假设存在一个分布函数 Ｆ（ｘ）能够满足地层随

机变量分布，那么对于任意实数 ｘ，存在非负函数

Ｐ（ｘ）满足：
Ｆ（ｘ） ＝ Ｐ（ｘ）ｄｘ （７）

　 　 则称 Ｘ 为非均质地层的连续型随机变量，其
中 Ｐ（ｘ）是 Ｘ 的概率密度函数，简称 Ｘ 的概率密

度。 实质上，Ｐ（ ｘ）是指非均质地层某一土性参数

的概率密度函数。
地层的非均质性也是地层的土性参数在一定

几何区域内的空间变异性反映。 土性参数具有强

烈的空间变异性和空间各向异性的特征，采用

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟法对地层土性参数进行单元体赋

值，可从整体上定量分析并描述地层随机场的空间

变异性。 其具体思路是：首先基于勘查试验获得土

性参数的有限数据，分析这些数据的特征，利用统

计方法获得该参数的统计分布规律和分布参数，并
建立相应的概率模型，然后，运用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟

技术得到与真实地层具有相同统计规律的土性参

数数据，最终生成土性参数的分布图。
依据上述思路，基于表 ２ 实测数据对地层孔隙

率进行数值模拟，模拟得到的结果如图 ４ 所示。
孔隙率与其他土性参数之间可以用函数关系

或相关关系来表述，因此，可以利用概率方法建立

以孔隙率为基准考虑土性参数相关性的非均质地

层随机概率模型。 利用试验数据和统计分析结果

建立孔隙率随机分布模型的具体步骤如下：
（１）对研究区域内地层孔隙率的勘察试验数

据进行统计分析，利用数理统计方法确定其统计分

布规律。
（２）根据确定的统计分布规律和勘察数据，通

过拟合方法确定分布参数。
（３）对研究区域划分大量单元，利用 Ｍｏｎｔｅ⁃

Ｃａｒｌｏ 模拟法生成服从确定统计分布规律的随机数

（即地层孔隙率），并将其赋予各个单元，即可完成
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图 ４　 试验数据与模拟数据对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｔｒａｓｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｅｓｔｉｎｇ ａｎｄ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｄａｔａ

对研究区域孔隙率的非均质模拟。
（４）根据土性参数值间的相关性，获得孔隙率

与其他土性参数的相关函数，同样方法完成其他参

数的非均质模拟。

３　 非均质地层的构建

３．１　 随机位移量的确定

结合分形插值算法，在上述研究的基础上进行

插值运算。 在随机分形差值算法中，为确保分形布

朗运动中的自相似性，每次计算得到新的数据时都

必须要附加一个随机位移量。
在众多研究中该随机位移量符合均值为 ０，方

差为 Δｎ２的高斯分布。
由于分形对象具有自相似性，取任意 ｔ０和 ｒ＞

０，随机变量 Ｘ（ ｔ０＋ｔ） －Ｘ（ ｔ０）和［Ｘ（ ｔ０＋ｔ） －Ｘ（ ｔ０）］ ／
ｒＨ 在分形布朗运动中是具有自相似性的。 因此，
当 ｔ０ ＝ ０ 且 Ｘ（０）＝ ０ 时，Ｘ（ ｔ）和 Ｘ（ ｒｔ） ／ ｒＨ也具有自

相似性，且两者服从有限相同维数的联合分布，它
们在统计意义上是无差别的。

以上的自相似性在三维分形布朗运动中依然

存在，但是此时的函数定义域是在二维平面上，高
度坐标 ｚ 是坐标 ｘ 和 ｙ 的函数，即 ｚ＝Ｚ（ｘ， ｙ）。

为模拟地层的自相似性，在基平面的网络尺度

以细化因子 ｒ 不断减小时，随机位移量的方差也应

该做相应的改变调整。 在中点位移法中，ｎ 次迭代

后相应的随机位移量的方差与初始方差之间有如

下关系：
Δ２

ｎ ＝ ｒ２ｎＨσ２ （８）
式中：σ２为迭代开始前随机变量的初始方差。

当基平面的细化因子 ｒ ＝ ２ ／ ２ 时，带入式（８）
得到第 ｎ 次迭代的随机位移量方差为：

Δ２
ｎ ＝ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｎＨ

σ２ ＝ ２ －ｎＨσ２ （９）

　 　 在构造土性参数非均质地层数据模型时需要

用到随机数发生器，用于生成随机变量样本。 在大

部分开发系统中都设有生成伪随机数发生器的函

数，此类函数可以返回在特定区间［０，Ａ］上分布的

伪随机数序列，并将这个随机数序列作为每次计算

的随机数。 朱庆［１９］ 基于格网局部稳态特征，给出

并证明了随机位移量 Δ ｉ的计算公式：

Δｉ ＝ ｄＨ
ｉ × δ × １ － ２Ｈ－３ － ２２Ｈ－４ × ｇａｕｓｓ（）

（１０）
式中：Ｈ、δ 为原始数据的特征参数值；ｄｉ为细分后

的线段间距；ｇａｕｓｓ（ ）为服从 Ｎ（０，１）分布的随机

函数。
３．２　 二维非均质地层

根据上述研究思路，对研究区域内地层孔隙率

进行模拟建模，分形维数取为 １．０２３。 由分形维数

Ｄ 与赫斯特指数 Ｈ 之间的关系 Ｄ ＝ ２－Ｈ，得到赫斯

特指数 Ｈ ＝ ０．９７７。 由于研究区域的孔隙率符合

Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布，计算原始数据的方差 σ 为 ０．００３ ４，
根据随机位移量 Δｉ的计算公式（１０），将式中高斯

函数修改为 Ｗｅｉｂｕｌｌ 随机数，实现了地形的分形模

拟，如图 ５ 所示。

图 ５　 二维孔隙率分布图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ

根据 Ｇａｕｓｓ 指数模型拟合弹性模量与孔隙率

的关系 Ｅ＝ ａｅ－ ｎ－ｂ
ｃ( ) ２（其中 ａ、ｂ、ｃ 均为常数，大小分

别为 ３５．５、０．０５７ ７８ 和 ０．３５５ ４），形成地层弹性模

量随机分布剖面图，如图 ６ 所示。
渗透系数可由式（１１）得到：

ｋｄ ＝ ｇ
ｖ
Ｃφ（ｎ）ｄ２

ｅ （１１）
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式中：ｇ 为重力加速度，ｍ ／ ｓ２；ν 为水的粘滞系数，
ｍ２ ／ ｓ；φ（ｎ）为孔隙率系数；ｄｅ 为有效粒径，ｍｍ；Ｃ
为经验参数。 形成的地层渗透系数分布图如图 ７
所示。

图 ６　 弹性模量随机分布剖面图

Ｆｉｇ． ６　 Ｒａｎｄｏｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ

图 ７　 渗透系数随机分布剖面图

Ｆｉｇ． ７　 Ｒａｎｄｏｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

３．３　 三维非均质地层孔隙率剖面

结合一维随机中点算法和二维 Ｄｉａｍｏｎｄ⁃
Ｓｑｕａｒｅ 随机分形算法，分形维数取为 １．０２３，由分形

维数 Ｄ 与赫斯特指数 Ｈ 之间的关系 Ｄ＝ ２－Ｈ，得到

赫斯特指数 Ｈ＝ ０．９７７，原始数据的方差 σ 为 ０􀆰 ００３
４。 根据随机位移量 Δ ｉ的计算公式（１０），将式中高

斯函数替换为 Ｗｅｉｂｕｌｌ 随机数进行地形的三维随

机模拟，得到该勘探区域内不同地质剖面和沿深度

方向 Ｚ＝ ０、－２ ｍ、－４ ｍ 和－６ ｍ 等不同地质深度的

孔隙率分布，如图 ８ 所示。
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图 ８　 孔隙率三维分布剖面图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｐｏｒｏｓｉｔｙ

４　 结论

土体物理力学性质参数是呈非均质性的，对研

究区域地层孔隙率进行概率分布研究，采用概率纸

法检验结果表明：研究区域土体孔隙率的非均质特

征可以运用 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布来进行描述，并采用拟合

的方法得到相应的分布参数。

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟方法获得的土性参数值与实

测值具有较高的吻合程度，表明该方法可用来描述

地层孔隙率的分布。 利用该方法完成了对研究区

域孔隙率的非均质模拟。
结合分形插值算法和 Ｗｅｉｂｕｌｌ 随机数确定了

随机位移量 Δ ｉ的计算公式，模拟了非均质地层的

孔隙结构的空间分布规律，建立了基于随机分形插

值的孔隙率的空间分布预测模型。
根据土性参数之间的相关性，探讨了以孔隙率

为基本量，对渗透系数、弹性模量等基本物理参数

在单元体中的赋值，形成二维地质剖面和三维数字

地层，可对地层局部地质信息的变异和随机性进行

精细化描述和预测。 利用构建的非均质地层模型

可以更好地反映注浆过程中浆液的分布范围和结

石体的真实形态，完善注浆复合土体的加固设计

理论。
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